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Tests on Means by Example
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Z Test for Comparison of a sample 
mean with a population mean

Aim: to compare the arithmetic mean of a continuous 
variable on a representative sample extracted with 
an  known  mean  (population  mean)  under  the 
assumption of equality of variance σ2.

Conditions of application:
1. The  population  variation  is  known  and  it  is  equal 

with  the  sample  variation.  (If  the  variance  is  not 
known the Student t test will be applied).

2. The  test  is  correctly  applied  if  the  population  is 
normal distributed. Otherwise, the result gives just 
an orientative response. 

3. Sample size higher than or equal to 30.
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Right‐tailed tests

H0: µ = 100

Ha/H1: µ > 100

Values that 
differ “significantly”

from 100100

Points Right

Fail to reject H0 Reject H0

alpha

Zcritc
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Left‐tailed tests

H0: µ = 100

Ha/H1: µ < 100

100

Values that 
differ “significantly”

from 100

Points Left

Fail to reject H0Reject H0

alpha

Zcrit
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Hypothesises:
H0:  the  sample  and 
population  means  are 
equal
H1 (two‐tailed  test):  the 
sample  and  population 
means are NOT equal.

Significance level:
α = 0.05.

Critical  value  (two‐tails 
test)

(‐∞ , ‐1.96 ] ∪ [1.96 , ∞) 

Z parameter:

Z = (m ‐ μ0)/(σ/√n)

n = sample size
m = sample mean
σ = population standard 
deviation
μ0 = population mean

Z test for comparing a sample 
mean with a population meanDeviation 

that you got

Deviation from 
chance alone
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T (Student) Test of comparison of a sample 
means with a known mean (unknown variances)

Aim: to  investigate  the  significance  of  the 
difference  between  a  sample  and  a  standardized 
known mean.
Hypothesises:
H0: the sample and standardized population mean are 
equal
Ha/H1 (two‐tailed  test):  the  sample  and  standardized 
population mean are NOT equal.

Conditions of application:
The  test  it  is  applied when  the  variance  is  not  known  and  its 
estimation on the sample  is done on a small sample size which 
respect  the  normal  distribution  assumption.  When  the 
assumption of normality  is not  satisfied  than  the  test  loose  its
validity.
If  the  population  variance  is  known  and  sample  size  is  larger 
than 30 the Z test is applied (is a more powerful test).
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Degree of freedom 
(df):

df = n-1 

Significance level:
α = 0.05

Critical interval (two‐
tailed test): 

T test parameter:
t = (m ‐ μ0)/(s/√n)

n = sample size
m = sample mean
s = sample standard 
deviation
μ0 = population mean
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T (Student) Test of comparison of a sample 
means with a known mean (unknown variances)
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Z test for comparing two means 
(known and not equal variances)

Aim: comparing means of quantitative continuous 
variable when the variances in the two populations are 
known and un-equal
Assumptions:

The variances of the populations are known. If not, a test of type 
Student is applied for comparing two means. 

The data are normal distributed (in both populations). If not, the 
test give us an orientative value.

Null hypothesis: difference between two means is 
equal to zero.
Alternative hypothesis for two-tailed test: difference 
between the two population means is differed by zero.
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Significance level α = 
0.05. 
Critical region for two‐
tailed test : (-∞; -1.96 ] ∪
[1.96; ∞) 

Statistic:

m1 = mean of first sample;
n1 = sample size (first sample);
s12 = variance of first sample;
m2 = mean of second sample;
n2 = sample size of second 
sample; 
s22 = variance of second 
sample. 
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Z test for comparing two means 
(known and not equal variances)
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Student (t) test for comparing two 
means (unknown and equal variances) 
Null  hypothesis: Means  difference  of  the  two 
populations is equal to zero.
Alternative hypothesis for  two‐tailed  test: Means 
difference  of  the  two populations  is NOT  equal  to 
zero.
Assumptions:

The  variables  in  the  two  samples  are  normal 
distributed
The variances are equal. 

If  these  two assumptions are not  satisfied  the  test 
loss its validity.
If the variances of populations are known the Z test 
is applied (is most powerful)
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Degree of freedom (df):
df = n1 + n2 - 2

Significance level: α = 
0.05
Critical region for two‐
tailed test

Statistics
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Student (t) test for comparing two 
means (unknown and equal variances)
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Student (t) for comparing means of 
paired samples

Aim: comparing  the means  of  two  paired  samples  on  quantitative 
continuous  variable  (paired  means  the  observation  of  the  same 
quantitative variable before and after the action of a factor)
Assumptions: 

Individual observations from the first sample corresponds to 
a pair in the second sample
The  differences  between  pairs  of  values  are  normally 
distributed.

Null  hypothesis: The  mean  of  difference  of  paired  data  is  not 
significantly different by zero.
Alternative hypothesis for two‐tailed test: The mean of difference of 
paired data is significantly different by zero.
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Degrees of freedom (df): df
= n – 1.
Significance level: α = 0.05
Critical region:

Statistics

s = standard deviation of 
differences
n = sample size
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ANOVA test for multiple 
comparisons

H0 = the means are equal.
Ha/H1 = the means are not equal.

Assumptions: 
1. Data are independent by each other.
2. The data of each sample are normally distributed.
3. The standard deviation is the same for all sample.
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Remember!

Attention to the test assumptions!
If  data  are  quantitative  continuous  first  the 
normality  is  verified.  Normality  tests:  Shapiro‐
Wilk; Kolmogorov‐Smirnov;  Chi‐Square 
Goodness‐of‐Fit.
Comparing two populations means: Z test
Comparing a sample mean with an known mean: t
test
Comparing more than 2 means: ANOVA
Comparing two paired means: paired t test.

Attention!!!  The  statistics  for  comparing  two 
means  is  not  the  same  as  the  statistics  for 
comparing two paired samples.
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Tests on Categorical Data I

Tests on Categorical Data I
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Testing Association in Contingency Table

We can perform a hypothesis test on a contingency 
table. The test we will use most often is the χ2 test.
χ2 Test

Is proper to be applied if the sample size is large
The test is valid if the expected frequency of each cell is at 
least equal to 1 and the observed frequency is of 5
If the above‐described conditions are not meet, the Fisher 
exact test is the proper test

17
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χ2 Test

Indicate  if  that  the  two  variables  are  or  are  not 
independent BUT DO NOT quantify  the power of 
association between them.
Steps:
1. Define the hypotheses
2. Define the parameter of the test
3. Define the significance level
4. Define the critical interval
5. Calculate  the  observed  value  of  the  parameter 

of the test
6. Make a decision

18
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χ2 Test: Problem

The  association  between  Streptococcus mutans (as 
risk factor) and dental caries was studied. A sample 
of  620  patients  was  investigated.  The  sample 
contains: 150 patients with caries and Streptococcus 
mutans,  230  patients  without  caries  and  without 
Streptococcus mutans and 60 patients with caries but 
without  Streptococcus  mutans.  The  presence  of 
Streptococcus  mutans is  asscoiated with  dental 
caries? (df=1; α=0.05; χ2critical = 3.84).
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χ2 Test: 1. Hypotheses

H0:
There  is  no  association  between  Streptococcus 
mutans and dental caries.
The presence of Streptococcus mutans and dental 
caries are independent. 

H1/Ha:
There  is  an  association  between  Streptococcus 
mutans and dental caries.
The presence of Streptococcus mutans and dental 
caries are not independent.
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χ2 Test: 2. Parameter of the test

Follow a distribution law with (r‐1)(c‐1) degree of 
freedom 

where
χ2 = the parameter of χ2 test
fio = observed frequency
fit = expected (theoretic) frequency
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χ2 Test: 3. Significance level

Let α = 0.05 (5%) be the significance level. 
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χ2 Test: 4. Critical region

Critical region: [χα2, ∞)
For α = 0.05:
χα2 = 3.84
[3.48, ∞)
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χ2 Test: 5. Parameter of the test

observedobserved DC+ DC‐ Total

SP + TP = 150 FP = 180 330

SP ‐ FN = 60 TN = 230 290

Total 210 410 620

expectedexpected DC+ DC‐ Total

SP + = 330×210/620 = 330×410/620 330

SP ‐ = 290×210/620 = 290×410/620 290

Total 210 410 620 24
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observedobserved DC+ DC‐
SP + 150 180
SP ‐ 60 230

expectedexpected DC+ DC‐
SP + = 112 = 218
SP ‐ = 98 = 192
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χ2 Test:6. Making decision

If χ2∈[3.84, ∞) H0 is rejected with a risk of error of 
type I (α).
If χ2 ∉[3.84, ∞) H0 is accepted with a risk of error 
of type II (β).

Since 41.77∈[3.84, ∞) H0 is rejected with a risk of error of 
5%.

There  is an association between There  is an association between Streptococcus Streptococcus 
mutansmutans and dental caries.and dental caries.
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Continuity correction (Yates's correction) 

For small sample sizes the χ2 test is too  likely 
to  reject  the null hypothesis  (it tends  to spot 
differences where none really exist). 
A  continuity  correction  can be made  to allow  for 
this. 
Two conditions have to be met:
▪ All expected frequencies must be greater than 1 
▪ 80% of observed frequencies must be greater than 5
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Testul χ2: Corecţia Yates

0.5 = Yates correction
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Fisher's exact test 

Chi‐square  procedures  can  be  legitimately  applied 
only if all values of E are equal to or greater than 5.
If  a  2×2  contingency  table  fails  to  meet  the 
conditions required for the χ2 test then Fisher's exact 
test can be used.
It  is based on different mathematics  to  the  χ2 test 
which are more robust when sample sizes are small. 
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Fisher's exact test

H0: there is no association between smoking and 
dental caries
If  the  null  hypothesis  is  true  ‐ if  any  ostensible 
association  between  smoking  and dental  caries 
were the result of nothing more than mere chance 
coincidence ‐how likely  is  it that we might end up 
with a result this large or larger? 

observedobserved DC+ DC‐ Total

smoking + TP = 2 FP = 7 9

smoking ‐ FN = 8 TN = 2 10
Total 10 9 19
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Fisher's exact test

Suppose  that  the  initial  assessment  was  performed  and 
the  number  of  subjects  who  do  and  do  not  show 
characteristics  (smoking and dental caries) were counted, 
but  have  not  yet  sorted  the  subjects  according  to  the 
correspondences of smoking and dental caries. In this case, 
all they would have would be the marginal totals shown in 
the following table/
Given these marginal totals, there are 10 possible ways  in 
which  the  specific  correspondences  between  smoking 
and dental caries.  DC+ DC‐ Total

smoking + 9
smoking ‐ 10

Total 10 9 19
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Fisher's exact test

The p‐value is calculated directly from the 
formula:

The p‐value for the observed contingency 
table must be added to the p‐value of the 
more extreme contingency table.
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Fisher's exact test

DC+ DC‐ Total

smoking + 6 2 8

smoking ‐ 1 6 7

Total 7 8 15

DC+ DC‐ Total
smoking + 7 1 8
smoking ‐ 0 7 7
Total 7 8 15
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Fisher's exact test

The p‐value must be calculated for the two 
contingency tables:

Therefore p = p1+p2 = 0.0305 + 0.0012 = 0.0317
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Fisher's exact test

The p‐value = 0.0317 < α = 0.05 ⇒ that 
smoking is associated with dental caries. 
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Summary

Conditions for the χ2 test
All expected values must be greater than 1 
80% of expected values must be greater than 5
Online calculator

r×n: Contingency Table
Online calculator
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Tests by Example
http://www.biomedcentral.com/1746‐6148/8/147/abstract
BMC Veterinary Research 2012, 8:147 doi:10.1186/1746‐6148‐8‐147

Background: Recently, metabolic syndrome (MS) has gained attention in 
human metabolic medicine given its associations with development of type 2 
diabetes mellitus and cardiovascular disease. Canine obesity is associated 
with the development of insulin resistance, dyslipidaemia, and mild 
hypertension, but the authors are not aware of any existing studies 
examining the existence or prevalence of MS in obese dogs.
Thirty‐five obese dogs were assessed before and after weight loss (median 
percentage loss 29%, range 10‐44%). …
Results: Systolic blood pressure (P = 0.008), cholesterol (P = 0.003), 
triglyceride (P = 0.018), and fasting insulin (P < 0.001) all decreased after 
weight loss, whilst plasma total adiponectin increased (P = 0.001). …
However, plasma adiponectin concentration was less (P = 0.031), and plasma 
insulin concentration was greater (P = 0.030) in ORMD dogs.
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Test by Example

http://www.biomedcentral.com/1746‐6148/8/127
BMC Veterinary Research 2012, 8:127 doi:10.1186/1746‐6148‐8‐127 
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Test by Example

http://www.biomedcentral.com/1746‐6148/8/127
BMC Veterinary Research 2012, 8:127 doi:10.1186/1746‐6148‐8‐127 
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Test by examples

http://www.biomedcentral.com/1746‐6148/8/153/abstract
BMC Veterinary Research 2012, 8:153 doi:10.1186/1746‐6148‐8‐153 
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Tests by Example

http://www.biomedcentral.com/1746‐6148/7/58
BMC Veterinary Research 2011, 7:58 doi:10.1186/1746‐6148‐7‐58 
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Test by examples

http://www.biomedcentral.com/1746‐6148/8/18
BMC Veterinary Research 2012, 8:18 doi:10.1186/1746‐6148‐8‐18 


