VARIABILE ALEATOARE
DISTRIBUTII DE PROBABILITATE



Cuprins

Estimatorul punctual si intervalul de confidenta sau
Incredere:
= Intervalul de incredere pentru medie

= Intervalul de incredere pentru frecventa
Testarea ipotezelor statistice:

= Concepte si practici generale
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ESTIMAOTRUL PUNCTUAL SI
INTERVALUL DE INCREDERE

27-Nov-15 3



Gatistica esantionuh

v

Statistica esantionului

v

o
-
N

o

Populatia

Statistica esantionului

v

v

Qatistica esantionuyl

Distributia + Distributia
esantionului de esantionare
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Estimarea punctuala

O valoare a parametrului teoretic estimat
= m (media esantionului) este un estimator punctual al
mediei populatiei (W)
Este influentata de fluctuatiile de esantionare
Poate sa fie foarte departe de valoarea reala a parametrului
estimat

Se recomanda ca estimarea unui parametru teoretic sa se
realizeze prin intermediul unui interval nu a unei singure
valori

= Acest interval se numeste interval de confidenta

= Parametrul estimat apartine cu o probabilitate mare
intervalului de confidenta

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA 6
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Definitie

= Un sir de valori al unui estimator de interes calculat astfel
Incat pentru o probabilitate de eroare aleasa sa includa
valorile adevarate ale variabilei.

= P[valoarea critica inferioara < estimatorul < valoarea
critica superioara] = 1-«a
= unde a = nivelul de semnificatie

= Intervalul definit de valorile critice va cuprinde estimatorul
populatiei cu o probabilitate de 1-a

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA 7
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Estimatorul punctual vs. intervalul de incredere

Estimatorul punctual = valoarea unei statistici obtinuta pe un
esantion

= (Cat de multa incertitudine este asociata estimatorului punctual?
Un interval ofera mai multe informatii despre o caracteristica a
populatiei decat un estimator punctual

Estimator punctual

| Latimea intervaltlui de incredere |

»
»

Limita inferioara Limita superioara

P
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Intervalul de incredere

Intervalul de incredere:

= Jain considerare variabilitatea de esantionare =» are valori diferite
pentru fiecare esantion

= Se claculeaza pe baza observarii unui singur esantion
= Ofera informatii despre apropierea parametrului necunoscut al

populatiei

Formula generala:
Estimator punctual + KValoaere critica)x(Eroarea standard) }

: !

© Marja de eroare
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Intervalul de incredere

Estimator punctual i\(Valoarea critica)x(Eroarea standard) }

|

Marja de eroare

Marja de eroare si respectiv latimea intervalului de incredere este cu
atat mai mica cu cat volumul esantionului e mai mare.

Marja de eroare si respectiv latimea intervalului de incredere variaza
cu valoarea nivelului de semnificatie.

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Intervalul de incredere

Nivel de semnificatie a = 5% - interval de incredere de
95% (IC95%)
[C=(1-a)=0.95

Interpretare:

27-Nov-15

Daca toate esantioanele posibile de volum n s-ar extrage
din populatie si mediile si intervalele de incredere
asociate ar fi calculate, 95% din intervalele de incredere
vor contine valoarea reala a parametrului populatiei

Un interval de incredere poate sa contina sau poate sa

nu contina valoarea reala a parametrului (datorita
riscului de 5%)

©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Intervalul de incredere

Intervale de incredere de 95%
cpentru medie obtinute pe 20
esantioane extrase din aceeasi

’I ‘ Valoareareala
O

20

—_ [

Pl

Pl

populatie

Adest interval de incredere

ny

E
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Intervalul de incredere

- Se calculeaza in functie de:
= Talia esantionului sau a populatiei
= Tipul de variabila (calitativa SAU cantitativa)

- Formula de calcul cuprinde 2 parti

= Un estimator al calitatii esantionului pe baza caruia

estimatorul populatiei s-a calculat (eroarea standard)

* Eroarea standard:
« Cu cat n este mai mare cu atat eroarea standard este mai mica.
* Este intotdeauna mai mica decat deviatia standard

= Gradul de incredere (confidenta) al intervalului specificat
(scorul Z )

- Se poate calcula pentru orice estimator

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Intervalul de incredere pentru medie

- Eroarea standard a mediei este egala cu deviatia standard
Impartita la radicalul volumului esantionului

- Daca deviatia standard este mare, sansa de eroare in
estimator este mare

- Daca volumul esantionului este mare, sansa erorii In
estimator este mica

Deviatia standard a populatiei Deviatia standard a populatiei

cunoscuta (o) necunoscuta

B @] [por el

2’ *Jn

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA 14
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Intervalul de incredere pentru medie

Media glicemiei la un esantion de 121 pacienti este de 105 iar variatia de
36. Care este intervalul de incredere al mediei glicemiei in populatia din
care s-a extras esantionul cu un prag de semnificatie a=0,05,

considerand ca glicemia este normal distribuita si pentru acest prag Z =
1,96.

s¢=36

s=6

[105-1.07, 105+1.07]

[103.93 - 106.07] [105_1 060 10541 %L}
[104-106] V121 V121

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Parametrul populatiei: nivelul colesterolului la femeile din Roméania cu
HTA si obezitate
Media populatiei necunoscuta (), deviatia standard a populatiei (o) egala

cu 30 mg/dl
S-a extras din aceasta populatie un esantion randomizat de volum 20 si s-

a determinat o statistica a estimatorului punctual medie egala cu 220

mg/dl

= Media de 220 mg/dl este estimatorul punctual al parametrului
necunoscut al populatiei

= Datorita variabilitatii de esantionare, media va fi insotita de intervalul
de incredere asociat pentru estimarea corecta a parametrului

populatiei
/ Latimea = 233-207 = 26
IC95% = l220 — 1. 96— 220 + 1. 96—] [207; 233]
Latimea = 237-203 =34

ek
;220 + 2.58 ] [203; 237]
27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Daca dorim sa fim siguri ca media populatiei este cuprinsa in IC
acesta trebuie sa fie larg sau ingust?

= 99% (M): ldrgimea () + acuratete () + precizie (V)

Cum putem avea precizie mare si acuratete mare?

n n/]\

68%

95%

- S Z xsY
99.7% § ME=Z — > n=|—¢
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Se doreste testarea efectului unui medicament folosit in tratamentul
epilepsiei la mama asupra dezvoltarii cognitive a copilului. Dezvoltarea
cognitiva se testeaza prin estimarea indicelui de inteligenta a copilului de 3
ani nascut de femei care au urmat in timpul sarcinii tratament cu
medicamentul de interes.

Studii anterioare au aratat ca deviatia standard a indicelui de intelingenta a
copilului de 3 ani este egala cu 18 puncte.

Care este numarul de copii in varsta de 3 ani care trebuie inclusi in studiu
pentru a obtine un interval de confidenta de 90% cu o margine a erorii mai
mica sau egala cu 4 puncte?

ME <4 ME <2 ME <6 ME <4 ME <2

IC=90% IC=90% IC=90% IC=95% IC=95%

Z=1,65 Z=1,65 Z=1,65 Z2=1,96 n=311,17=312

c=18 c=18 c=18 c=18

n=56 n=4%56=224 n=24,50 n=77,79=78 ME <5
IC=95%
n=49,79=50

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA

18


http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/

Se doreste testarea efectului unui medicament folosit in tratamentul
epilepsiei la mama asupra dezvoltarii cognitive a copilului. Dezvoltarea
cognitiva se testeaza prin estimarea indicelui de inteligenta a copilului de 3
ani nascut de femei care au urmat in timpul sarcinii tratament cu
medicamentul de interes.
Studii anterioare au aratat ca deviatia standard a indicelui de intelingenta a
copilului de 3 ani este egala cu 18 puncte.
Care este numarul de copii in varsta de 3 ani care trebuie inclusi in studiu
pentru a obtine un interval de confidenta de 90% cu o margine a erorii mai
mica sau egala cu 4 puncte?

ME <4
IC =90%
/=1,65
2 =18

27-Nov-15

o)

“Jn

. Z XG 2_ 1,65x18\°
ME 4
n=5513>n=256
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Un esantion de 49 studenti au fost intrebati in cate relatii
exclusive au fost implicati pana la data studiului. Studentii din
esantion au avut in medie 3 relatii exclusive, cu o deviatie
standard de 1,2. estimati media adevarata a numarului de relatii
exclusive bazata pe rezultatele acestui esantion utilizand
intervalul de confidenta de 95%. Distributia de esantionare a fost
aproximativ normala.

Pasul 1: verificarea conditiilor.

= Numarul de relatii exclusive ale unui student este independent de al altui
student. n =49 < 10%xN (numarul de studenti din universitate)

= n>30 - distributia de esantionare a numarului de relatii exclusive dintr-un
esantion de volum egal cu 49 este aproximativ normala.

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA 20
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Un esantion de 49 studenti au fost intrebati in cate relatii
exclusive au fost implicati pana la data studiului. Studentii din
esantion au avut in medie 3 relatii exclusive, cu o deviatie
standard de 1,2. estimati media adevarata a numarului de relatii
exclusive bazata pe rezultatele acestui esantion utilizand
intervalul de confidenta de 95%. Distributia de esantionare a fost
aproximativ normala.

Pasul 2: calculam IC95% 12
n =49 ES=—""—"x0,1714

J60

s=12 1C95% [2,66; 5,66]

Suntem 95% siguri ca studentii au fost implicati in medie in 2,66
- 5,66 relatii exclusive.

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA 21
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Intervale de incredere pentru diferenta dintre medii

Populatia 1 Populatia 2
* M,
necunoscute [Jilkd 02
[ ) n2
e X, 1
e s, )

Estmam (p, — ,) cu XX,
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Intervale de incredere pentru diferenta dintre medii

2
St 57
B _ 512 522 ng MNqp
X1 —X)ttgr | —+— af = N2 N2
n, Ny 1 ST 4 1 S5
n1—1 ?1,1 nz_]. nz

Grupa3 8 10 ¢ 6 10 8 9 7 8

_______Grupa: Grupa2 [N

Media 7,11 8,33 pentrua = 0,05 — t;54,=2,13
Variatia 1,27 1,32

(7,11-8,33)%2,13/(0,18+0,19)
-1,22 £ 2,13%0.61

-1,22+1,30 — [-2,52; 0,08]

Deviatia standard 1,61 1,75
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Intervale de incredere pentru diferenta dintre medii

Interpretare:

= Daca valoarea zero este in intervalul de Incredere =»
diferenta dintre medii nu este semnificativ diferita de zero

= Daca valoarea zero este in intervalul de iIncredere =»
diferenta dintre medii este semnificativ diferita de zero

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA 24
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Intervalul de incredere pentru frecvente

Se calculeaza daca:

= n*f > 10, unde n = talia esantionului, f = frecventa

{f—za\/@;nza\/@}

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Intervalul de incredere pentru frecvente

- Suntem interesati in f = 400/10000 = 0.04
estimarea frecventei

cancerului de san la femeile
Intre co si 54 de ani care au . .
003! 54 {0,04—1,96J—0’04 0’96'O,O4+1,96J—O’O4 0’96}

antecedente familiale ! 10000
pozitive. Intr-un studiu

randomizat la care au :

. : 0,04-0,004; 0,04+0,00
participat 10000 de femei, s- %OIO46' Io 04’ ]’ 4+0,004]
a constatat ca 400 dintre 1035; 0,044

acestea au fost
diagnosticate cu cancer de
san.

- Care este intervalul de
incredere de 95% asociat f—Z /@ f+Z M
frecventei observate? * n “\N' n
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COMPARING MEANS USING CONFIDENCE INTERVALS

http://www.biomedcentral.com/content/pdf/1471-2458-12-1013.pdf

Table 1 Living conditions of the MS-MV and the immigrant population (CASEN survey

2006)
IMMIGRANT POPULATION 1% MS-MV GROUP 0.67% total
total sample. n = 154 431 weighted sample. n = 108 599 weighted
population (1877 real population (1477 real
observations) observations)
% or mean 95% (1 % or mean 95% CI
DEMOGRAPHICS
Mean age™* AX=3341 31.81-35.00 X=26.13 23.41-28.26
Age categories:
<16 years old** 13.60 11.29-16.28 45.25 39.53-51.10
16-65 vears old** 79.08 75.92-81.93 47.26 41.64-52.94
=65 years old 7.32 5.33-9.97 7.49 5.31-10.46
Sex (female =1) 4521 41.74-48.72 51.27 47.99-55 .41
Marital status:
Single** 4581 42.06-49.62 64.30 59.36—68.95
Married** 45.49 41.66—49.36 29.39 25.09-34.10
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De retinut!

Estimarea corecta a unui parametru statistic se face cu ajutorul
intervalului de incredere.

Intervalul de incredere depinde de volumul esantionului si de eroarea
standard.

Cu cat eroarea standard este mai mare cu atat intervalul de incredere este
mai larg.

Cu cat volumul esantionului este mai mic cu atat intervalul de incredere

este mai larg. (F-£)5Z  xES
crltlcc
ES = sqrt((f,*(2-f,)/n ) +(f,*(2-f,)/

— S — S
X-Z > X+Z, —
{ n \/n} {fz/lffz fi-f)

((ml_mz)_tcritichS;(ml_m2)+t XES)

critic

— 2 —
SE - — \/(nl 1)S? + (n — 1)S,2

ng+n,—2
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TESTAREA IPOTEZELOR
STATISTICE

27-Nov-15 29



Definitii

Test statistic = metoda a deciziei medicale prin utilizarea
datelor experimentale.

Un rezultat se numeste semnificativ statistic daca este putin
probabil sa apara datorita intamplarii

lpoteza statistica = asumptie asupra parametrului
populatiei. Aceasta asumptie poate sau nu sa fie adevarata.
lpoteza clinica = o idee explicativa care permite

structurarea datelor cu privire la un pacient in asa fel incat
sa duca la o0 mai buna intelegere a patologiei sau respectiv
la o decizie medicala corecta.

[Lazare A. The Psychiatric Examination in the Walk-In Clinic: Hypothesis

Generation and Hypothesis Testing. Archives of General Psychiatry
1976;33:96-102.]
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Ipoteza clinica:

= O propozitie sau un set de propozitii, prezentate ca explicatie a
aparitiei unui grup de fenomene; aceasta explicatie poate sa fie o

ipoteza de lucru sau o ipoteza foarte probabila in lumina faptelor
stabilite.

= O explicatie posibila a unei observatii sau a unui fenomen sau o
problema care necesita investigatii

= O asumptie

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA 31
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Testarea ipotezelor

Populatia:

Totalitatea indivizilor

Probabilitate

Esantionul:

Subset al populatiei

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Statistica inferentiala

Realizam un studiu pe un esantion
Intrebarea cheie in statistica inferentiala este:

= Ar putea ca intamplarea singura sa produca un esantion ca al nostru?
2 interpretari ale tiparelor in date:

Intamplarea:

Inferenta Fluctuatii datorate sansei
statistica
S€para Erori sistematice+ intdmplarea:

Diferente adevarate in populatie

Erori in design-ul experimental

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA
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Etape ale testarii ipotezelor

Formuleaza ipoteza cu privire la un parametru
necunoscut al populatiei de interes.

Culege datele.
In asumptia cd ipoteza nuld este adevarat3, care este
probabilitatea de a obtine rezultate ca si ale noastre?

(aceasta este valoarea “p”).

Daca probabilitatea este mica nivelul de semnificatie (<
0,05) atunci respinge ipoteza nula.
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Testarea Ipotezelor: Pasul 1

Transpune problema de cercetat in termeni statistici

= |poteza nula (ipoteza statistica care urmeaza a fi testata):

abreviata ca H,

= “Nimic interesant nu se intampla”

= |poteza alternativa (ipoteza care intr-un anumit sens contrazice

ipoteza nula): abreviata ca H; sau H,
= Ceea ce cercetatorul crede ca se intampla

= Poate sa fie unilaterala sau bilaterala

Ipotezele statistice se refera la parametrii populatiei

Unilateral Bilateral
Ho: p=110 Ho: n=110
H;: n <110 SAU Hi:pn#110
H;:pu>110
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Testarea Ipotezelor: Pasul 2

Definiti regiunea critica:
= Decideti care valoare p ar fi “mai putin probabila”
= Aceasta valoare prag se numeste nivel de semnificatie sau prag alfa

= Atunci cand probabilitatea asociata parametrului esantionului este mai
mica decat aceasta valoare prag se spune ca rezultatul este semnificativ
statistic

= Deobicei nivelul alfa are valoare de 0,05 sau 0,01

Nivelul alfa (nivelul de semnificatie) = probabilitatea erorii de tip
| (probabilitatea de a respinge ipoteza nula in conditiile in care
H, este adevarata)

Probabilitatea erorii de tip Il este probabilitatea de a accepta
ipoteza nula in conditiile in care ipoteza alternativa este
adevarata. Probabilitatea erorii de tip Il se abreviaza cu (.

27-Nov-15 ©2015 - Sorana D. BOLBOACA

36


http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/
http://sorana.academicdirect.ro/

Testarea Ipotezelor: Pasul 3

= Regiunea critica:

= Daca valoarea parametrului statistic apartine regiunii critice, ipoteza nula
H, va fi respinsa si va fi acceptata ipoteza alternativa H;.

= Daca valoarea parametrului statistic nu apartine regiunii critice, ipoteza
nuld H, va fi acceptata.

Nu respinge H,

Ipoteza nula

< T

Respinge H,

>

Respinge H,

i T

Hu,
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Testarea Ipotezelor: Pasul 4

Calculeaza parametrul testului
Parametrul statistic al testului aplicat (ex. Z..;, Tiooy OF

F...;) este informatia care se va utiliza pentru a decide
daca respingem sau nu ipoteza nula.

Testarea Ipotezelor: Pasul 5

Concluzia statistica:
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Testarea ipotezelor statistice

Scrieti ipotezele statistice (H, si H,)

Alegeti nivelul de semnificatie

Stabiliti regiunea critica

Calculati statistica testului si valoarea p asociata
Stabiliti concluzia statistica a testului
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Testul unilateral sau bilateral

Testul unilateral se foloseste cand:

1. Modificarile in directia opusa este lipsita de sens

2. Modificarile in directia opusa nu este de interes

3. Nici o teorie nu prezice schimbarea in directia opusa

Prin conventie in stiintele sociale si medicale se

foloseste testul bilateral
De ce? Testul este mai conservativ.
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Respinge H, Nu respinge H,

0.05

Valori care sunt semnificativ «—

Zcrit 100
Test bilateral Respinge H, ~ Nurespinge H, Res
0.025 0.025

Zcrit
Valori care difera semnificativ de 100

crit
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Diferenta intre valoarea p si intervalul de confidenta

Valoarea p masoara puterea evidentei impotriva
ipotezei nule.

P este probabilitatea de a obtine un rezultat extrem
daca ipoteza nula este adevarata.

Permite compararea mai multor studii.

Valoarea p masoara semnificatia statistica

Intervalul de confidenta ofera un interval de valori care
permite interpretarea clinica a rezultatelor
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Intervalul de confidenta vs test statistic

Un esantion de 50 studenti a fost intrebat cate ore
invata in medie pe zi. Studentii din esantion invata in
medie 1,2 ore pe zi cu o deviatie standard de 0,6.
Datele sunt usor asimetrice spre stanga. Estimati
numarul adevarat de ore pe zi dedicate studiului
utilizand intervalul de confidenta de 95%?

n=50, media = 1,20, s=0,6
mediatz*ES (ES =s/vn) — 1,20 +1,96*0,07 — [1,06;
1,34]
— Suntem 95% siguri ca studentii invata in medie intre
1,06 si 1,34 ore pe zi
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Intervalul de confidenta vs test statistic

Un esantion de 50 studenti a fost intrebat cate ore invata in
medie pe zi. Studentii din esantion invata in medie 1,2 ore pe zi
cu o deviatie standard de 0,6. Datele sunt usor asimetrice spre
stanga. Este aceasta valoare semnificativ diferita de zero?
IC95% [1,06; 1,34] — Valoarea este semnificativ diferita de O

deoarece valoarea 0 nu este cuprinsa in intervalul de incredere.

Test: Hy: u=0vs.H: u#0
Z = (media-0)/ES = (1,20-0)/0,07 = 17,14 — p < 0.00001

— Respingem ipoteza nula cu un risc de eroare de 5%
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De retinut!

Structura generala de urmat in testarea ipotezelor

statistice.
Alegerea testului statistic se face in functie de ipoteza

de cercetare.
Test statistic vs. Interval de confidenta

= — ambele accepta sau nu ipoteza nula
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Serviciu

- Durata spitalizarii Varsta Sex Antibiotic  Cultura bacteriana .
' 1D . o e s R 1=medical,
Te m a - q (zile) (ani) 1=M,2=F 1=da, 2=nu 1=da, 2=nu 2=chi .
=chirurgical
211 a a0 2 2 2 1
3 2 10 73 2 2 1 1
4 | 3 6 40 2 2 2 2
S| 4 11 a7 2 2 2 2
6B | 5 a8 25 1 2 2 2
76 14 B2 1 1 2 2
a | 7 20 a1l 2 1 1 1
9| 8 11 i) 2 2 2 1
10| 9 12 43 1 2 2 1
11 |10 3 a0 2 2 1 2
12 (11 9 a9 1 2 1 1
13 (12 3 4 2 2 2 2
14 |13 8 22 2 1 2 2
15 |14 8 33 2 1 1 2
16 |15 a 20 1 2 1 2
17|16 a 32 1 2 2 2
18 |17 7 36 1 1 2 2
19 |18 4 69 1 2 2 2
20|15 3 a7 1 1 2 1
21 |20 7 22 1 2 2 2
2221 9 11 1 2 2 2
23 |22 8 19 1 1 2 2
24 |23 11 67 2 2 2 1
25 |24 9 43 2 2 2 2
26 | 25 a1 2 2 2 1

~
(@)}
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Tema!

Calculati media, mediana, variatia, amplitudinea,
deviatia standard, coenficientul de variatie pentru
durata spitalizarii si varsta

Care din parametrii medie, mediana, modul
caracterizeaza cel mai bine durata spitalizarii? Dar
varsta? Argumentati raspunsul

Durata de spitalizare este legata de faptul ca au
primit antibiotic?

Durata de spitalizare este legata de rezultatul
antibiogramei?

Durata de spitalizare este legata faptul ca au suferit
0 manopera chirurgicala?
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Tema!

Rezolvati cerintele intr-un fisier Word folosind toate
elementele de formatare invatate.

Expediati fisierul Word si Excel atasate pe adresa
sbolboaca@umfcluj.ro pina cel tarziu in 3 Decembrie
ora 9,00 p.m. E-mail-urile primite ulterior deadline-
ului nu vor fi luate In considerare.

Scrieti la subiectul e-mailului: Nume, prenume -
Grupa - Tema 27.11.2015
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